Das Bayes-Theorem
Herleitung und Erlauterung fur Schriftsachverstandige

Axiomatische Definitionen

Wahrscheinlichkeit

Essei S = {s;...;s.} die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments, wobei i < n natiirliche
Zahlen sind.

Wenn gilt:
0 <p(s)) ist reelle Zahl vV iund Axiom der Nichtnegativitét
dop(s) =1 Axiom der Normiertheit
i=1

dann heiRen die Zahlen p(s;) Wahrscheinlichkeiten ).

Ist H = {hs...;h.} mithie S V i ein Ereignis, dann ist

P(H)= > p(h) Axiom der Additivitat
i=1

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses H ).

Hypothese

Unter einer statistischen Hypothese versteht man eine Annahme (Vermutung) Uber die
unbekannte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses H... *). (Demzufolge werden die
Begriffe ,,Ereignis“ und ,,Hypothese* synonym verwendet.)

Additionssatz

Fur die Zwecke der forensischen Schriftvergleichung gibt es die Forderung, daf3 der
Hypothesenraum einerseits vollstandig erfalt werden sollte. Andererseits sollen die
Einzelhypothesen sich gegenseitig ausschlief3en.

Von insgesamt k méglichen paarweise sich gegenseitig ausschlieBenden Hypothesen
des Hypothesen-Gesamtraumes H ) soll zunachst nur der Fall zweier Teilhypothesen
H1 und Hz betrachtet werden. Die Hypothese H1 sei eine Menge aus r Einzelergebnis-
sen. Die Hypothese Hzsei eine Menge aus n-r Einzelergebnissen, also:

Hi= {h;.;h}  bzw. Hz = {h ... 5hi).

1) nach: Lambacher Schweizer, ,Leistungskurs Stochastik®, S. 21
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) Im Anhang sind die wichtigsten k = 10 Hypothesen filr Text- und Unterschriftenvergleichung darge-
stellt.



Dann lauten nach (3) definitionsgemél die Hypothesenwahrscheinlichkeiten:

P(H1) = Zr: p(hi) und P(H2)= Zn: p(hi),

i=r+l

Der aus den beiden Hypothesen sich zusammensetzende Hypothesenteilraum Hi1 U Hz
besteht aus der Menge aller n zu den Einzelhypothesen H1 und H2 fitlhrenden Ergebnis-
menge

Hi U Hz2 = {hs..ohoheos. sl

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen aus n Ergebnissen bestehenden Hypothesenteilraum H
ist definitionsgeman

P(HiUH2) => p(hi)
i=1
Eine Zerlegung der Summe in Teilsummen fihrt wieder zuriick zu

P(H1U Hz2) :z p(hi) + z p(hi),
i=1 i=r+l
also insgesamt:

P(H1UH2) = P(H1) + P(H2).

Es leuchtet ein, dal? auf die gleiche Art und Weise jede disjunkte Zerlegung des voll-
standigen Hypothesenraumes in k einander ausschlieBende Einzelhypothesen zum Ad-
ditionssatz fiihrt:

Additionssatz fur sich

P(H1UH2U ... UH) = P(HY) + P(H2+ .. + P(HY) | 5 c<hriemende Hypothesen

Multiplikationssatz

Der Multiplikationssatz fur bedingte Wahrscheinlichkeiten zweier voneinander ab-
hangiger Ereignisse Hi und K lautet®:

Multiplikationssatz

P(HiNK) = P(Hi) * P(K | Hi) fiir abhangige Ereignisse

(Die gewahlten Abktirzungen sollen auf die avisierten Anwendungen durch ,,Hi* fur
»Hypothese Nr. i“ und durch ,,K* fur ,,Konstellationen bestimmter Befunde* hindeuten.)

%) Lambacher Schweizer, ,,Leistungskurs Stochastik®, S. 75



2 Herleitung des Theorems

Gegeben sei ein aus k disjunkten Hypothesen bestehender Hypothesenraum

H = {Hy...;H} = HiUH2U ... UH«k
K gebe die Menge aller modglichen Befundkonstellationen an und ist in obiger Skizze als
Ellipse dargestellt. Unter bestimmten Hypothesen Hi ist eine gewisse Auswahl an Be-
funden moglich, andere Befunde nicht. Umgekehrt ist bei bestimmten Befunden nur ei-
ne eingegrenzte Auswahl an Hypothesen sinnvoll, der Rest nicht. Dieser Sachverhalt
1aRt sich gemal Skizze durch Schnittmengen (Hi( K) darstellen, die K restlos zusam-
mensetzen:

K=MH:NK) U ... U (HNK)
Der zugehorige Wahrscheinlichkeitsausdruck

P(K)=P((H:NK) U ... U (HNK))
ist gemaR (4) aquivalent zu

P(K) = P(HINK) + ... + P(HKNK)

Hierin ersetzt man jeden einzelnen Term (Hi(1 K) gemaR (5) und hat dann
P(K) = D P(H)* P(K| Hi)
i=1

Weiter IaRt sich (H1( K) kommutieren und formal durch den entsprechenden Ausdruck
von (5) ersetzen:

P(HINK) = P(KN Hi)

P(Hi) * P(K | Hi) = = P(K) * P(Hi | K)



Aus der letzten Zeile hat man:

P(Hi | K) =P(K|Hi)*

P(Hi)
P(K)

Indem man hierin P(K) gemal (6) ersetzt, erhdlt man das Bayes-Theorem in der folgen-
den Schreibweise:

P(Hi) * P(K | Hi)
P(Hi | K) = ---eemmmmmeeee-

> P(H)* P(K| H)

Erlauterungen

Im Zusammenhang mit schriftvergleichenden Schriftaltersbestimmungen kdnnen die
oben verwendeten Bezeichnungen die folgenden Bedeutungen haben:

Bezeichnung

Interpretation

Beispiel

Hi

Hi ist die i-te von insgesamt N mogli-
chen sich einander gegenseitig aus-
schlieBenden Annahmen zur Schriftent-
stehung.

Bei der Schriftaltersbestimmung kénn-
ten einander sich ausschlieBende An-
nahmen etwa wie folgt lauten:

H1: Entstehung in 1998
H>: Entstehung in 1999
»Hj. Entstehung in 1997+i+

HN: Entstehung in 2006
wobei der Laufindex i eine ganze Zahl
zwischen 1 und N darstellt.

wahrscheinlichkeit fiir das Zutreffen
einer bestimmten Hypothese an.

K Die Befundkonstellation ist gegeben Glnstig sind oft solche Merkmale der
durch eine umgrenzbare Menge von fraglichen Schrift, die binédr quantifi-
moglichst wertstarken Merkmalen zierbar sind, z. B.:
k1: ..b* in Druckschrift/in Kurrentschrift
K={ky, k2, ... kn}. Ko: ,,A“im First arkadig/winklig
KN: .t mit/ohne Anstrich
Dabei ist es vorteilhaft, wenn die jewei-
lige Merkmalsauspragung k; tiber die
gesamte fragliche Schrift konstant
erhalten bleibt.
P(Hi) Dieser Wert gibt eine Anfangs- In Ermangelung besseren Wissens geht

man davon aus, dal} jede der moglichen
Hypothesen gegeniber allen anderen
gleichberechtigt sei. Hat man insgesamt
bspw. 9 Jahresintervalle, denen die
Entstehung der fraglichen Schrift zuge-
ordnet werden kann, so nimmt man
zunéchst an, dal3 prinzipiell jede Zu-
ordnung méglich ist. Daher wird rech-
nerisch

P(Hy) =P(H,) = ... =P(Hg) = 1/9
gesetzt.




P(K | Hi) lies: ,,Befundwahrscheinlichkeit bei Betrachtet man die in obigem Beispiel
(der Hypothese) H;* zur Hypothese H; gehorigen Ver-
gleichsschriften des Jahres 2000, so
Dieser Wert wird auch im deutschen mag man die Haufigkeiten der einzel-
Sprachgebrauch Likelihood genannt nen Befunde sowohl in ihrer positiven
(Korrekt ibersetzt: ,,Wahrscheinlich- (zur fraglichen (bereinstimmenden)
keit“, zutreffender jedoch wére jedoch | wie auch in ihrer negativen (unter-
~Ahnlichkeit“). Das Likelihood ist die | schiedlichen) Auspragung abzahlen.
frequentistische Wahrscheinlichkeit
dafiir, dalt eine bestimmte Befundkons- | Die Wahrscheinlichkeit daftir, daB ein
tellation K unter den Bedingungen der | bestimmtes Merkmal in den Ver-
Hypothese Hi vorgefunden wurde. gleichsschriften des Jahres 2000 mit
der fraglichen Auspragung k; iberein-
stimmend aufgefunden werden kann,
ist gleich der
relativen Haufigkeit j/(j + n),
(wobei
j: Anzahl der Ubereinstimmungen
n: Anzahl der Unterschiede im i-ten Merkmal)
mit der es abgezahlt worden ist.
Die Wahrscheinlichkeit, genau die
Gesamtkonstellation K aus den fragli-
chen Merkmalsausprégungen in den
Vergleichsschriften vorzufinden, ist
gleich dem Produkt aus den relativen
Haufigkeiten der Ubereinstimmenden
Einzelmerkmale.
Nenner Der Nenner gewéhrleistet die Normierung. Er stellt sicher, daR das Ergebnis zwi-
schen 0 und 1 liegt.
P(Hi | K) lies: ,,Hypothesenwahrscheinlichkeit Der Zahlenwert liegt zwischen Null

bei (Befundkonstellation) K*

Dies ist das erwlinschte Ergebnis. Es
gibt die Wahrscheinlichkeitszahl P
dafiir an, daf bei einer bestimmten
Befundkonstellation K der fraglichen
Schrift eine bestimmte Hypothese Hi
erfullt ist.

und Eins. Ist er bspw. 0,931, bedeutet
dies, daR die Annahme, daR die fragli-
che Schrift, welche durch die Merk-
malsmenge K beschrieben ist, in einem
bestimmten Jahr geschrieben worden
sei, mit 93,1 prozentiger Wahrschein-
lichkeit zutrifft.




